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Trabalho de Conclusão de Curso apresentado ao
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Curso de Matemática - Habilitação Licenciatura, e aprovada em sua forma final pela Banca
Examinadora designada pela Portaria n◦ 68/CCM/07.
—————————————————————
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2 CONSTRUIR UM TRIÂNGULO ∆ABC NOS SEGUINTES CASOS: p. 30
2.1 Dados os pontos A, B e C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 30
2.2 Dados os pontos A, B e Hc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 30
2.3 Dados os pontos A, B e Ha (ou A, B e Hb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 31
2.4 Dados os pontos A, B e Mc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 31
2.5 Dados os pontos A, B e Ma (ou A, B e Mb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 31
2.6 Dados os pontos A, B e Bc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 32
2.7 Dados os pontos A, B e Ba (ou A, B e Bb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 32
2.8 Dados os pontos A, B e G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 33
2.9 Dados os pontos A, B e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 33
2.10 Dados os pontos A, B e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 33
2.11 Dados os pontos A, B e I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 34
2.12 Dados os pontos A, B e Ea (ou A, B e Eb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 34
2.13 Dados os pontos A, B e Ec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 35
2.14 Dados os pontos A, Hb, e Hc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 35
2.15 Dados os pontos A, Ha e Hb (ou A, Ha e Hc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 35
2.16 Dados os pontos A, Ha e Ma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 36
2.17 Dados os pontos A, Ha e Mb (ou A, Ha e Mc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 36
2.18 Dados os pontos A, Ha e Ba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 37
2.19 Dados os pontos A, Ha e Bb (ou A, Ha e Bc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 37
2.20 Dados os pontos A, Ha e G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 38
2.21 Dados os pontos A, Ha e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 38
2.22 Dados os pontos A, Ha e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 38
2.23 Dados os pontos A, Ha e I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 39
2.24 Dados os pontos A, Ha e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 39
2.25 Dados os pontos A, Ha e Eb (ou A, Ha e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40
2.26 Dados os pontos A, Hb e Ma (ou A, Hc e Ma) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40
2.27 Dados os pontos A, Hb e Mb (ou A, Hc e Mc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 40
2.28 Dados os pontos A, Hb e Mc (ou A, Hc e Mb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 41
2.29 Dados os pontos A, Hb e Ba (ou A, Hc e Ba) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 41
2.30 Dados os pontos A, Hb e Bb (ou A, Hc e Bc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 42
2.31 Dados os pontos A, Hb e Bc (ou A, Hc e Bb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 42
2.32 Dados os pontos A, Hb e G (ou A, Hc e G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 42
2.33 Dados os pontos A, Hb e H (ou A, Hc e H) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 43
2.34 Dados os pontos A, Hb e O (ou A, Hc e O) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 43
2.35 Dados os pontos A, Hb e I (ou A, Hc e I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 44
2.36 Dados os pontos A, Hb e Ea (A, Hc e Ea) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 44
2.37 Dados os pontos A, Hb e Eb (ou A, Hc e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 44
2.38 Dados os pontos A, Hb e Ec (ou A, Hc e Eb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 45
2.39 Dados os pontos A, Mb e Mc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 45
2.40 Dados os pontos A, Ma e Mb (ou A, Ma e Mc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46
2.41 Dados os pontos A, Ma e G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46
2.42 Dados os pontos A, Ma e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46
2.43 Dados os pontos A, Ma e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 47
2.44 Dados os pontos A, Ma e I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 47
2.45 Dados os pontos A, Ma e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 48
2.46 Dados os pontos A, Mb e Ba (ou A, Mc e Ba) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 48
2.47 Dados os pontos A, Mb e Bb (ou A, Mc e Bc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 49
2.48 Dados os pontos A, Mb e Bc (ou A, Mc e Bb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 49
2.49 Dados os pontos A, Mb e G (ou A, Mc e G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
2.50 Dados os pontos A, Mb e H (ou A, Mc e H) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
2.51 Dados os pontos A, Mb e O (ou A, Mc e O) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 50
2.52 Dados os pontos A, Mb e I (ou A, Mc e I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 51
2.53 Dados os pontos A, Mb e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 51
2.54 Dados os pontos A, Mb e Eb (ou A, Mc e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 52
2.55 Dados os pontos A, Mb e Ec (ou A, Mc e Eb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 52
2.56 Dados os pontos A, Bb e Bc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 53
2.57 Dados os pontos A, Ba e Bb (ou A, Ba e Bc) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 53
2.58 Dados os pontos A, Ba e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 53
2.59 Dados os pontos A, Ba e I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 54
2.60 Dados os pontos A, Bb e O (ou A, Bc e O) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 54
2.61 Dados os pontos A, Bb e I (ou A, Bc e I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 55
2.62 Dados os pontos A, G e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 55
2.63 Dados os pontos A, G e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 56
2.64 Dados os pontos A, G e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 56
2.65 Dados os pontos A, G e I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 57
2.66 Dados os pontos A, H e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 57
2.67 Dados os pontos A, H e Eb (ou A, H e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58
2.68 Dados os pontos A, H e O . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58
2.69 Dados os pontos A, O e Ea . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58
2.70 Dados os pontos A, O, I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 59
2.71 Dados os pontos A, Ea e Eb (ou A, Ea e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 60
2.72 Dados os pontos Ha, Hb e Hc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 60
2.73 Dados os pontos Ma, Mb e Mc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 61
2.74 Dados os pontos Ha, Hb e Ma (ou Ha, Hb e Mb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 61
2.75 Dados os pontos Ha, Hb e Ea (ou Ha, Hb e Eb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 61
2.76 Dados os pontos Ha, Hb e Ec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62
2.77 Dados os pontos Ha, Ma e Eb (ou Ha, Ma e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62
2.78 Dados os pontos Ha, Mb e Ea (ou Ha, Mc e Ea) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 63
2.79 Dados os pontos Ha, Mb e Eb (ou Ha, Mc e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 63
2.80 Dados os pontos Ha, Mb e Ec (ou Ha, Mc e Eb) . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 64
2.81 Dados os pontos Ha, Ea e Eb (ou Ha, Ea e Ec) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 64
2.82 Dados os pontos Ma, Mb e Ha (ou Ma, Mb e Hb) . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 65
2.83 Dados os pontos Ma, Mb e Hc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 65
2.84 Dados os pontos Ma, Mb e Ec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 66
2.85 Dados os pontos O, G e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 66
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INTRODUÇÃO
O estudo da figura geométrica triângulo é muito amplo. Estamos interessados no estudo
da construção geométrica sistemática de triângulos que é um assunto pouco abordado. O tema
deste trabalho foi inspirado na obra Manuel de Construction de Triangles do autor Luis Lopes[1]
que trabalha neste livro com a construção sistemática de triângulos dadas três medidas. Alguns
dos casos expostos no livro são: construir o triângulo ∆ABC conhecendo-se as medidas dos três
lados; construir o triângulo ∆ABC dadas as medidas de suas três alturas, entre outros.
Neste trabalho, o interesse é outro. Partindo de trios de pontos particulares do triângulo
tentamos reconstrúı-lo e, nesse processo, verificamos se há solução única, mais de uma (finita)
ou infinitas. Nestes dois últimos casos podemos dizer que os três pontos não caracterizam, ou
determinam, um triângulo. É o caso, por exemplo, se forem dados o baricentro, o circuncentro e o
ortocentro, em que há infinitos triângulos com estes pontos especiais. As questões que se colocam
aqui são essencialmente duas: 1) três pontos dados que pertencem a um triângulo determinam
esse triângulo?; 2) caso os três pontos dados determinem um (único, dois ou infinitos) triângulo,
como constrúı-lo? Os pontos que aqui nos referimos são três dentre: os quatro centros, os três
pés das alturas, os três pontos médios dos lados, os três pés das bissetrizes internas e os três
pontos de Euler, todos estes citados em nossa notação. Fazendo a combinação destes pontos
três a três (C319), vimos que podemos obter 969 problemas de recuperação de triângulos. Aqui
apresentaremos uma boa parte destes casos.
O trabalho está dividido da seguinte maneira: no caṕıtulo 1 damos as definições impor-
tantes relativas ao tema e apresentamos, com demonstrações, as propriedades dos elementos
do triângulo; no caṕıtulo 2 enunciamos os problemas e a sua resolução com justificativas. Em
cada problema são dados três dos pontos particulares citados acima, que consideramos distintos,
utilizando a seguinte ordem: problema em que são dados os três vértices (2.1, o mais trivial de
todos); problemas com dois vértices e um terceiro ponto particular; problemas com um vértice
e dois pontos particulares; problemas em que os três pontos dados estão entre aqueles perten-
centes ao ćırculo de nove pontos (pontos médios dos lados, pés das alturas e pontos de Euler);
finalmente problemas que envolvem os centros do triângulo.
Nas resoluções assumimos conhecidas as construções básicas (mediatriz, bissetriz, etc),
mesmo por que tais construções encontram-se já em macros do software Cabri Géometre II, que
foi utilizado na construção das figuras deste trabalho. Além disso, ao final de cada resolução,
além do comentário sobre o número de soluções, indicamos em que situações os dados são in-
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consistentes (por exemplo, se são dados três pontos colineares como vértices de um triângulo).
Com relação à quantidade de problemas abordados, ressaltando, que cada seção (excetuando-se
2.1; 2.72; 2.73; 2.85) corresponde a no mı́nimo três problemas. Por exemplo, em 2.2, dados dois
vértices (A e B) e o pé da altura relativa ao lado C (Hc). Análogo a este problema temos os
trios (A, C, Hb) e (B, C e Ha). Além disso há casos em que dois pontos são fixados e o terceiro
varia, mas em que o problema é essencialmente o mesmo. Por exemplo, em 2.5 temos o trio (A,
B e Ma) - dois vértices e o ponto médio de a - que é análogo a (A, B e Mb). Isto é indicado, no
t́ıtulo da seção, entre parênteses. Assim, uma seção como 2.5 corresponde a de fato 3× 2 = 6
problemas. Desta forma totalizamos 379 problemas dentre os 969 citados acima.
Uma última palavra quanto às resoluções: Em alguns problemas não conseguimos chegar
a solução. Tais problemas são listados no final, nas conclusões. Como nossa abordagem não
foi anaĺıtica, uma possibilidade seria utilizar coordenadas e resolver um problema inverso. As
equações obtidas poderiam indicar, através da teoria, se o problema permitiria ou não solução
com régua e compasso. Isso poderia ficar, quem sabe, para um próximo trabalho.
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NOTAÇÃO
Apresentamos aqui a notação que será utilizada para os pontos do triângulo.
1. Vértices
Usaremos as letras maiúsculas A, B e C para denotarmos os vértices do triângulo ∆ABC.
2. Pontos Médios
Os pontos médios dos lados do triângulo denotaremos por Ma, Mb e Mc respectivamente
opostos aos vértices A, B e C do triângulo.
3. Pés das alturas
Chamaremos os pés das alturas do triângulo ∆ABC de Ha, Hb e Hc respectivamente
opostos aos vértices A, B e C.
4. Pés das bissetrizes
Denotaremos por Ba, Bb, e Bc os pés das bissetrizes dos ângulos internos do triângulo
∆ABC, respectivamente opostos aos vértices A, B e C.
5. Pontos de Euler
Os três pontos de Euler identificamos por Ea, Eb e Ec respectivamente referentes aos
vértices A, B e C.
6. Os centros
Para os centros baricentro, ortocentro, circuncentro e incentro usaremos a notação usual
G, H, O e I respectivamente.
7. Resolução análoga
Nos casos em que existem problemas com resolução análoga à do problema resolvido no
texto, indicamos os dados entre parênteses ao lado dos dados do problema original. Por
exemplo: dados os pontos A, B e Ha (ou A, B e Hb).
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1 DEFINIÇÕES, PROPRIEDADES EM
TRIÂNGULOS E CONSTRUÇÕES
BÁSICAS
Neste caṕıtulo apresentamos, com demonstrações, os principais resultados da geometria
plana utilizadas na resolução dos problemas. Estes resultados foram consultados em: DOLCE
e POMPEO [2], COXETER e GREITZER [3], SPIRA [4] e JUNCKES [5].
1.1 Ortocentro
As retas suportes das alturas de um triângulo interceptam-se em um mesmo ponto.







CHc retas que contêm as alturas.
Tese








Pelos vértices A, B e C do triângulo conduzimos retas paralelas aos lados opostos, obtendo
13
o triângulo ∆MNP .
A ∈ NP e NP ‖ BC;
B ∈ MP e MP ‖ AC;
C ∈ MN e MN ‖ AB.
De,
APBC é paralelogramo =⇒ AP ≡ BC e
ABCN é paralelogramo =⇒ AN ≡ BC temos que:
A é ponto médio de NP (1)
Como
←−→
AHa ⊥ BC, NP ‖ BC, decorre que ←−→AHa é perpendicular a NP (2)
De (1) e (2), decorre que: a reta
←−→




BHb é mediatriz de MP . A reta
←−→
CHc é mediatriz de MN .






CHc dos lados do
triângulo interceptam-se num ponto, H.
O ponto H de interseção das retas suportes das alturas de um triângulo é definido como
ortocentro do triângulo.
1.2 Baricentro
As três medianas de um triângulo interceptam-se em um mesmo ponto que divide cada
mediana em duas partes tais que a parte que contem o vértice é o dobro da outra.
Hipótese
AMa, BMb, CMc são medianas.
Tese
1) A interseção de AMa, BMb, CMc determina o ponto G;
2) AG = 2GMa, BG = 2GMb, CG = 2GMc.
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Demonstração
Seja X o ponto de interseção das medianas BMb e CMc.
Considerando os pontos médios D e E de BX e CX, temos o que segue:
No ∆ABC,AMc ≡ BMc e AMb ≡ CMb =⇒ MbMc ‖ BC e MbMc = 12BC; e no
∆XBC,XD ≡ BD e XE ≡ CE =⇒ DE ‖ BC e DE = 12BC.
Do resultado anterior temos que:
MbMc ‖ DE e MbMc ≡ DE =⇒ MbMcDE é paralelogram, e implica que:
DX ≡ XMb =⇒ BX = 2XMb (1)
EX ≡ XMc =⇒ CX = 2XMc (2)
Logo, a mediana BMb intercepta a mediana CMc num ponto X tal que:
CX = 2XMc.
De modo análogo, tomando-se as medianas AMa e CMc e sendo Y o seu ponto de interseção
concluimos que:
CY = 2Y Mc (3)
AY = 2Y Ma (4).
De (2) e (3), decorre que X = Y .
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Chamando X = Y de G e considerando (1), (2) e (4), temos:
G é o ponto de interseção das medianas AMa, BMb, CMc e
AG = 2GMa, BG = 2GMb e CG = 2GMc.
O ponto G de interseção das medianas de um triângulo é definido como baricentro do
triângulo.
1.3 Circuncentro
As mediatrizes dos lados de um triângulo interceptam-se em um mesmo ponto que está a
igual distância dos vértices do triângulo.
Sendo o triângulo ∆ABC,
Hipótese
ma,mb e mc são mediatrizes de BC,AC e AB respectivamente.
Tese
(1) a interseção das mediatrizes ma,mb e mc determinam o ponto O;
(2) OA ≡ OB ≡ OC.
Demonstração
Seja O o ponto de interseção de mb e mc.
De, O ∈ mb =⇒ OA ≡ OC e
O ∈ mc =⇒ OA ≡ OB.
Do resultado anterior segue que:
OB ≡ OC =⇒ O ∈ ma.
Portanto,
(1) a interseção das mediatrizes ma,mb e mc determinam o ponto O e
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(2) OA ≡ OB ≡ OC.
O ponto O de encontro das mediatrizes de um triângulo é chamado de circuncentro do
triângulo e o circuncentro é o centro da circunferência circunscrita ao triângulo.
1.4 Incentro
As bissetrizes internas de um triângulo encontram-se em um mesmo ponto que está a igual
distância dos lados do triângulo.
Seja o triângulo ∆ABC:
Hipótese
ABa, BBb e CBc são bissetrizes internas ∆ABC.
Tese
(1) A interseção de ABa, BBb e CBc determinam I;
(2) dI,a = dI,b = dI,c.
Demonstração
Seja I o ponto de interseção de BBb e CBc.
Temos:
S ∈ BBb =⇒ dI,a = dI,c, e
S ∈ CBc =⇒ dI,a = dI,b o que implica que:
dI,b = dI,c =⇒ S ∈ ABa.
Logo,
(1) A interseção de ABa, BBb e CBc determinam I e
(2) dI,a = dI,b = dI,c.
O ponto onde as bissetrizes de um triângulo se encontram é chamado de incentro do
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triângulo. Este ponto é ainda o centro da circunferência inscrita ao triângulo.
1.5 Teorema da base média
i) Em um triângulo, se tivermos um segmento com extremidades nos pontos médios de dois
lados, então:
1) este segmento é paralelo ao terceiro lado;
2) este segmento é metade do terceiro lado.
Seja o triângulo ∆ABC.
Hipótese








Traça-se por C uma reta paralela à reta
←→







CD ‖ ←→AB =⇒ Ĉ ≡ Â
De,
Ĉ ≡ Â, AN ≡ CN, N̂ comum =⇒ ∆AMN ≡ ∆CDN =⇒
=⇒ CD ≡ AM =⇒ CD ≡ MB
De,
CD ‖ MB, e CD ≡ MB =⇒ MBCD é paralelogramo =⇒
=⇒ MD ‖ BC =⇒ MN ‖ BC
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E ainda:
∆AMN ≡ ∆CDN =⇒ MN ≡ DN
MBCD é parapelogramo =⇒ MD ≡ BC
Assim,
2 ·MN = BC =⇒ MN = 1
2
BC.
ii) Se um segmento paralelo a um lado de um triângulo tem uma extremidade no ponto
médio de um lado e a outra extremidade no terceiro lado, então esta extremidade é ponto médio
do terceiro lado.
Seja o triângulo ∆ABC.
Hipótese




Seja N1 o ponto médio de AC. Pelo teorema anterior MN1 ‖ BC. Como a reta paralela à
reta
←→
BC por M é única, resulta que MN1 = MN . E como MN1 e MN interceptam AC em N1
e N, respectivamente, decorre que N1 = N.
Logo, AN ≡ NC.
1.6 Ângulo inscrito numa circunferência
i) Todo ângulo reto inscrito subentende uma semicircunferência.
De fato,
se AV̂ B = 90o, AV̂ B inscrito =⇒ ÂB = 180o =⇒
=⇒ ÂB é uma semicircunferência.
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ii) Um triângulo que tem os vértices numa semicircunferência é inscrito nela.
Se um triângulo inscrito numa semicircunferência tem um lado igual ao diâmetro, então ele
é triângulo retângulo.
De fato, sendo AV B o triângulo, A e B os extremos da semicicunferência, ÂB = 180o =⇒
=⇒ AV̂ B = 90o =⇒ ∆ABC é retângulo em V.
1.7 Teoremas das bissetrizes
1.7.1 Teorema da bissetriz interna
Uma bissetriz de um ângulo interno de um triângulo divide o lado oposto a esse ângulo em
segmentos aditivos (isto é, dois segmentos cuja soma de suas medidas é igual a medida daquele
lado do triângulo) proporcionais aos lados adjacentes.
Seja o triângulo ∆ABC com as seguintes nomenclaturas:
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Hipótese
















CE ‖ ←→AD =⇒ 1̂ ≡ 3̂ (correspondentes) e
←→
CE ‖ ←→AD =⇒ 2̂ ≡ 4̂ (alternos internos).
Como por hipótese 1̂ ≡ 2̂, decorre que 3̂ ≡ 4̂.





BE como transversais de um feixe de retas paralelas (
←→
AD ‖ ←→CE) e














1.7.2 Teorema da bissetriz externa
Se a bissetriz de um ângulo externo de um triângulo intercepta a reta que contém o lado
oposto, então ela divide este lado oposto externamente em segmentos subtrativos (isto é, dois
segmentos cuja diferença de suas medidas é igual a medida daquele lado do triângulo) propor-
cionais aos lados adjacentes.
Seja o triângulo ∆ABC com as seguintes nomenclaturas:
Hipótese
















CE ‖ ←→AD =⇒ 2̂ ≡ 3̂ (correspondentes) e
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←→
CE ‖ ←→AD =⇒ 1̂ ≡ 4̂ (alternos internos).
Por hipótese 1̂ ≡ 2̂, logo temos que 3̂ ≡ 4̂.





BE como transversais de um feixe de retas paralelas (
←→
AD ‖ ←→CE) e













1.8 Pontos de Euler
Seja ABC um triângulo de ortocentro H. Os pontos Ea, Eb e Ec são pontos médios dos
segmentos AH, BH e CH respectivamente e são definidos como pontos de Euler.
1.9 Fórmula de Euler
Lema
Sendo ABC um triângulo obtusângulo, vale que b2 = a2 + c2 − 2c(c + m).
Demonstração
Seja o triângulo ∆ABC:
Sabe-se:
h2 = b2 −m2 (1) e
h2 = a2 − (c + m)2 (2).
De (1) e (2) segue que:
b2 −m2 = a2 − (c + m)2
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b2 = a2 + m2− (c + m)2 = a2 + (m + c + m)(m− c−m) = a2 + (2m + c)(−c) = a2− c2− 2cm =
a2 + c2 − 2c2 − 2cm = a2 + c2 − 2c(c + m).
(Fórmula de Euler) Dado um triângulo e sendo R o raio da circunferência circunscrita,
r o raio da circunferência inscrita e d a distância entre os centros das circunferências, é verdade
que d2 = R2 − 2Rr.
Demonstração
Seja o triângulo ∆ABC de circuncentro O, e incentro I.
Por O conduzimos uma reta perpendicular ao lado BC que encontra a circunferência cir-
cunscrita em E (A e E estão em semiplanos opostos a BC).
Seja D o ponto médio de BC e T a projeção de I sobre
←→
OE. Observe que a bissetriz de Â passa
por I e por E.
No triângulo ∆OIE temos que:
OI
2 = OE2 + IE2 − 2 ·OE · ET .
Note que:
CÎE = Â+Ĉ2 (1) e
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De (1) e (2) temos que CÎE = IĈE =⇒ IE = EC.
Segue ainda que IE = EC = 2RED (certifique-se disto analisando o triângulo retângulo EFC).
Logo,
OI
2 = d2 = R2 + 2R(ED −ET ) =
= R2 − 2R(ET − ED)
d2 = R2 − 2Rr
1.10 O ćırculo de nove pontos
Seja ABC um triângulo de circuncentro O e ortocentro H. Então os pontos médios dos
lados, os pés das alturas e os pontos médios dos segmentos que ligam H aos vértices (chamados
pontos de Euler) estão em um ćırculo cujo centro é o ponto médio de OH e cujo raio é a metade
do raio do ćırculo circunscrito ao triângulo.
Demonstração
Sejam Ma, Mb e Mc os pontos médios e Ha, Hb e Hc os pés das alturas. Então MbMc =
1
2BC = MaHc, pois MbMc é base média do ∆ABC relativa ao lado BC e Ma é o ponto médio da
hipotenusa do triângulo retângulo ∆BHcC. Logo o trapézio McHcMbMa é isósceles e conclúımos
que o ćırculo F que passa por Ma, Mb e Hc também passa por Mc. Analogamente conclúımos
que F passa por Ha e Hb.
Os pontos Ha, Hb e Hc são também os pés das alturas do ∆AHB; o parágrafo acima,
aplicado ao triângulo ∆AHB, mostra que o ćırculo que passa por Ha, Hb e Hc também passa
pelos pontos médios dos lados AH e BH. O ponto médio de CH é tratado do mesmo modo e
25
temos os nove pontos em F.
Observamos agora que o trapézio (certifique-se disto) OMcHcH é retângulo em Mc e Hc; logo
a mediatriz de McHc passa pelo ponto médio F de OH, e o mesmo acontece com as mediatrizes
de HaMa e HbMb. Conclúımos que F é o centro de F.
Finalmente, seja Ea o ponto médio de AH; então EaF é um raio de F e é também base
média do ∆AOH relativa ao lado OA. Como OA é raio do ćırculo circunscrito ao ∆ABC, segue
que o raio de F é EaF = 12OA.
1.11 Reta de Euler
Em um triângulo, o baricentro, o circuncentro, e o ortocentro são colineares. O baricentro
está entre o circuncentro e o ortocentro e sua distância ao ortocentro é o dobro da sua distância
ao circuncentro, ou seja, 2OG = GH.
Demonstração
Seja o triângulo ∆ABC, com os pontos médios dos lados Ma, Mb e Mc, as alturas AHa e
BHb, o ortocentro H e o baricentro G.
Consideremos o triângulo ∆MaMbMc. É fácil notar que o ortocentro O do triângulo
∆MaMbMc coincide com o circuncentro do triângulo ∆ABC.
Além disso, como consequência do teorema da base média, os triângulos ∆MaMbMc e
∆ABC são semelhantes na razão de semelhança 1 : 2. Dessa forma, qualquer par de segmentos
correspondentes nesses dois triângulos estão na mesma razão.
Como o quadrilátero AMcMaMb é um paralelogramo, suas diagonais AMa e MbMc bisseccionam-
se no ponto Q. Portanto a mediana MaQ do triângulo ∆MaMbMc está contida na mediana AMa
do triângulo ∆ABC. Analogamente ocorre com as outras duas medianas. Logo os dois triângulos
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possuem o mesmo baricentro G.
Temos também AH = 2MaO , por ∆MaMbMc ∼ ∆ABC; AG = 2MaG, pelo teorema das
medianas que diz que as medianas de um triângulo são concorrentes em um ponto que dista de
cada vértice 23 da distância deste vértice ao ponto médio do lado oposto; e HÂG ≡ GM̂aO, pois←→
AH ‖ ←−→OMa .
Portanto os triângulos ∆AGH e ∆MaGO são semelhantes na razão de semelhança 1 : 2, e
então AĜH ≡ MaĜO.
Assim, temos que O, G e H são colineares e OG = 12GH.
A reta que contém esses três pontos notáveis do triângulo é chamada de reta de Euler.
1.12 Conjugados harmônicos
Sejam A e B pontos distintos e k > 0 com k 6= 1. Então existem exatamente dois pontos P,
Q ∈ ←→AB que dividem AB interna e externamente, respectivamente, na razão k.
Demonstração
Para a unicidade, suponhamos que P e Q sejam pontos distintos que dividem AB interna-













um absurdo. Logo P = R e temos a unicidade; o caso do ponto externo é análogo.
Para a existência, tracemos por A uma reta r que não contenha B e por B uma paralela
s a r. Em s marcamos C tal que BC = 1; em r marcamos D e E tais que AD = AE = k.







A semelhança dos triângulos ∆PAD e ∆PBC nos mostra que APBP = k, e os triângulos ∆QAE
e ∆QBC nos dão o mesmo resultado para Q.
Com este resultado P e Q são ditos conjugados harmônicos com relação a A e B.
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1.13 O ćırculo de Apolônio
Sejam A e B pontos distintos, k > 0 e P,Q ∈ ←→AB conjugados harmônicos de A e B com
relação à razão k. Então o lugar geométrico dos pontos X tais qur AXBX = k é a mediatriz de AB
se k = 1 e o ćırculo C de diâmetro PQ se k 6= 1.
Demonstração
No caso k = 1 não há o que fazer; supomos então k 6= 1. Suponhamos primeiro que X é tal
que AXBX = k e sejam P e Q os pés das bissetrizes interna e externa, respectivamente, do ângulo












BQ = K. Logo os pontos P e Q dividem AB interna e externamente na mesma
razão k e, deste modo, independem da escolha de X. Concluimos então que para qualquer escolha
de X o ângulo PX̂Q é reto em X, donde X ∈ C .
Reciprocamente, seja X ∈ C; temos então que PX̂Q é reto. Tracemos por B paralelas a XP











BQ obtemos XD = XE. Logo X é o ponto médio
da hipotenusa do triângulo retângulo ∆DBE, e obtemos XD = XB. Assim AXBX = k.
1.14 Triângulo órtico
O triângulo órtico de um triângulo ∆ABC é o triângulo formado pelos pés das três alturas
de ∆ABC.




Sejam Ha, Hb e Hc os pés das alturas do triângulo ∆ABC. Então ∆HaHbHc é o seu triângulo
órtico.
Vamos mostrar que CĤcHa = CĤcHb. Para os outros ângulos a demonstração é análoga.
Note que CB̂Hb + AĈB = CÂHa + AĈB = 90◦. Segue que CB̂Hb = CÂHa.
Por outro lado, os quadriláteros HcBHaH e HcAHbH são inscrit́ıveis, pois
BHcH + BHaH = 180◦ e AHcH + AHbH = 180◦.
Então




CĤcHb = HbÂH =
arcoHbH
2
Logo, CĤcHa = CĤcHb.
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1.15 Reta tangente a uma circunferência
Dados uma circunferência e um ponto fora dela, traçar uma ou duas retas tangentes a
circunferêcnia por este ponto. Acha-se o ponto médio de ON determinando M. Com centro em






1.16 Reta tangente a duas circunferências
Dadas duas circunferências, traçar uma ou duas retas tangentes a essas circunferências.
Traça-se dois raios quaisquer, tal que sejam paralelos entre si, e marca-se os pontos P e Q nas
interseções com as circunferências. Na interseção da reta
←→
PQ com a reta
←−→
OO′ determina-se
o ponto V. Acha-se o ponto médio M de O’V. Com centro em M e raio O’M traça-se o arco
determinando os pontos T1 e T2. Acha-se o ponto médio N de OV. Com centro em N e raio NO




V T2 são tangentes as
duas circunferências.
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2 CONSTRUIR UM TRIÂNGULO
∆ABC NOS SEGUINTES CASOS:
Neste caṕıtulo apresentamos a resolução de 85 problemas de construção de triângulos,
partindo sempre de três pontos dados de cada um desses triângulos. Indicamos, em cada caso,
os problemas que possuem resolução análoga ao problema resolvido. Além disso, citamos após
a resolução de cada problema, se este possui solução única, mais de uma (finita) ou infinitas
soluções.
2.1 Dados os pontos A, B e C
Este é o caso mais trivial que temos. Como A,B e C são vértices do triângulo, basta unir-mos
esses pontos.
Logo, constroi-se um único triângulo ∆ABC.
O problema não tem solução se A, B e C forem colineares.
2.2 Dados os pontos A, B e Hc
Traça-se por Hc uma reta r perpendicular ao lado AB dado. Nota-se que r é reta suporte
para a altura correspondente ao vértice C. Para qualquer ponto sobre a reta r teremos o ∆ABC.
Portanto, tem-se infinitas soluções para o problema.
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2.3 Dados os pontos A, B e Ha (ou A, B e Hb)
Por B e Ha traça-se a reta r. Para qualquer ponto C pertencente a r, C distinto de B, tem-se
o ∆ABC.
Logo, tem-se infinitas soluções para o problema.
2.4 Dados os pontos A, B e Mc
Para qualquer ponto C fora da reta
←→
AB haverá uma solução.
Logo, tem-se infinitas soluções para o problema.
2.5 Dados os pontos A, B e Ma (ou A, B e Mb)
Como Ma é ponto médio do lado BC, marca-se C sobre a reta
←−→
BMa, tal que, BMa = MaC.
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Logo, tem-se uma única solução para o problema.
2.6 Dados os pontos A, B e Bc
Se Bc for ponto médio de AB o triângulo será isósceles o que implica que o vértice C estará
sobre a mediatriz de AB, mas não na interseção. Caso Bc 6= Mc acha-se o conjugado harmônico
Bc’ de Bc sobre a reta
←→
AB e usa-se ”ćırculo de Apolonio”(ver ı́ndice). Então para qualquer
vértice C sobre o ćırculo determina-se o ∆ABC.
Logo, há infinitas soluções para o problema.
2.7 Dados os pontos A, B e Ba (ou A, B e Bb)
Como ABa é bissetriz do ângulo Â do triângulo ABC, constrói-se o ângulo BaÂC = BaÂB,
tal que C pertença a reta
←−→
BBa.
Logo, detemina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.8 Dados os pontos A, B e G
Acha-se Mc ponto médio de AB. Pela propriedade de baricentro marca-se C na reta
←−→
McG
tal que CG = 2GMc.
Portanto, temos a solução única para o problema.
2.9 Dados os pontos A, B e H
Traça-se por H a reta r perpendicular a AB, sendo r reta suporte da altura correspondente
ao vértice C. Por A traça-se a reta s perpendicular a reta
←→
BH. Na interseção das retas r e s
tem-se o vértice C.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.10 Dados os pontos A, B e O
Com centro em O traça-se a circunferência de raio OA, que é a cinrcunferência circunscrita
ao triângulo ABC. Note que C é qualquer ponto sobre a circunferência, diferene apenas de A e
de B.
Assim, há infinitas soluções para o problema.
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2.11 Dados os pontos A, B e I
Com centro em I traça-se a circunferência tangente ao lado AB. Por A e B traçam-se as retas
r e s respectivamente, tangentes a circunferência. Na interseção das retas r e s determina-se o
vértcice C.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.12 Dados os pontos A, B e Ea (ou A, B e Eb)
Tem-se que Ea é ponto de Euler e sabe-se que AEa = EaH, sendo H o ortocentro do triângulo
ABC. Por H traça-se a reta s perpendicular a AB. Por B traça-se a reta t perpendicular a reta
←→
AH. Na interseção de t e s determina-se o vértice C.
Assim, temos um único triângulo ∆ABC.
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2.13 Dados os pontos A, B e Ec
Por Ec traça-se a reta r perpendicular à AB determinando Hc na interseção. Traça-se a
mediatriz s de AB e marca-se Mc ponto médio de AB. Sabe-se que Ec, Hc e Mc pertencem
ao ćırculo de nove pontos (ver ı́ndice) e que esses três pontos determinam o ćırculo. Tome
como F o centro do ćırculo de nove pontos. Sabe-se que o raio desse ćırculo é a metade do
raio da circunferência circunscrita no triângulo ABC, ou seja, 2FEc = OA. Com centro em A
(ou B) traça-se a circunferência de raio 2FEc que intercepta a mediatriz s em O. Traça-se a
circunferência circunscrita de centro O que intercepta a reta r determinando o vértice C do
triângulo.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.14 Dados os pontos A, Hb, e Hc
Por Hc traça-se uma reta t perpendicular à reta
←−→
HcA. No encontro de t com a reta
←−→
HbA
tem-se o vértice C. Por Hb traça-se uma reta s perpendicular à reta
←−→
HbA. Na interseção de s
com a reta
←−→
HcA tem-se o vértice B.
Portanto, temos um único triângulo ∆ABC.
2.15 Dados os pontos A, Ha e Hb (ou A, Ha e Hc)
Por Ha traça-se uma reta s perpendicular à reta
←−→
HaA. Na interseção de s com a reta
←−→
HbA
encontra-se o vértice C. Por Hb traça-se uma reta t perpendicular à reta
←−→
HbA. Na interseção de
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t com a reta s encontra-se o vértice B.
Logo, temos um único triângulo ∆ABC.
2.16 Dados os pontos A, Ha e Ma




Assim, há infinitas soluções para o problema.
O problema só tem dados consistentes se AHa ⊥ MaHa.
2.17 Dados os pontos A, Ha e Mb (ou A, Ha e Mc)
Acha-se C sobre a reta
←−→
AMb tal que AMb = MbC. Para qualquer vértice B, com B6=C,
pertencente a reta
←−→
HaC determina-se o triâgulo ABC.
Logo, tem-se infinitas soluções para o problema.
O problema só tem dados consistentes se AHa ⊥ ←−→HaC
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2.18 Dados os pontos A, Ha e Ba
Constroi-se a mediatriz t de AHa. Tome C pertencente à
←−−→
HaBa. Acha-se B em
←−−→
HaBa tal
que BÂBa = BaÂC.
Portanto, há infinitas soluções para o problema.
O problema tem dados consistentes se AHa ⊥ HaBa
2.19 Dados os pontos A, Ha e Bb (ou A, Ha e Bc)
Por Ha traça-se uma reta r perpendicular a reta
←−→
AHa. No encontro de r com a reta
←−→
ABb
encontra-se o vértice C. Caso Bb coincida com Mb tem-se um triângulo isósceles e para qualquer
vértice B sobre a mediatriz de AC, com B 6= Bb, constroi-se o triângulo ABC. Logo tem-se
infinitos ∆ABC. Se Bb 6= Mb usa-se conjugados harmônicos e acha-se o pé da bissetriz externa
Bb’ do triângulo procurado, com Bb’ pertencente a reta
←−→
ABb. Usando circulo de Apolonio (ver
ı́ndice) determina-se o vértice B na interseção do ćırculo com a reta r.
Portanto, o problema pode ter duas (r secante ao ćırculo de Apolônio), uma (r tangente ao
ćırculo), ou nenhuma solução (r não intercepta o ćırculo).
38
2.20 Dados os pontos A, Ha e G
Traça-se r mediatriz de AHa. Por Ha traça-se a reta s perpendicular à reta
←−→
AHa. Sabe-se
que o triângulo AHaC é inscrit́ıvel a circunferência de diâmetro AC. Para qualquer centro P em
r, P não pertencente a AHa, detemina-se o vértice C na interseção de
←→
AP com a reta s. Na
interseção de
←→
PG com a reta s determina-se o vértice B.
Logo, há infinitas soluções para o triângulo problema.
O problema é consistente se
←→
AG interceptar D tal que AG = 2GD. Observe que, neste caso,
como BP é mediana relativa ao lado AC, AD também será mediana.
2.21 Dados os pontos A, Ha e H
Por Ha traça-se a reta r perpendicular à reta
←→
AH. Para qualquer vértice B pertencente
à reta r, com B 6= Ha, teremos o vértice C em r, tal que C é a interseção de r com a reta
perpendicular a AB que passa por H.
Assim, temos infinitas soluções para o problema.
2.22 Dados os pontos A, Ha e O
Por Ha traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AHa. Com centro em O traça-se a circun-
ferência de raio OA, determinando os vértices B e C na interseção com a reta r.
Portanto, tem-se uma ou nenhuma solução, conforme a reta r seja, respectivamente, secante
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ou tangente (ou não intercepta) a circunferência de centro O e raio OA.
2.23 Dados os pontos A, Ha e I
Traça-se por Ha a reta r perpendicular à reta
←−→
AHa. Constrói-se a circunferência inscrita
que tangência a reta r. Por A traçam-se as retas s e t, tangentes à circunferência inscrita,
determinando B e C respectivamente nas interseções com r.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.24 Dados os pontos A, Ha e Ea




AHa marca-se H. Para qualquer
vértice B pertencente à reta r, com B 6= Ha, teremos o vértice C em r, tal que C é a interseção
de r com a reta perpendicular a AB que passa por H
Assim, temos infinitas soluções para o problema.
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2.25 Dados os pontos A, Ha e Eb (ou A, Ha e Ec)
Por Ha traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AHa. Como Eb é ponto médio de BH usando
o teorema da base média determina-se B e H sobre as retas r e
←−→
AHa respectivamente. Por A
traça-se a reta s perpendicular à reta
←→
BH, determinando assim o vértice C na interseção de s
com r.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.26 Dados os pontos A, Hb e Ma (ou A, Hc e Ma)
Traça-se por Hb a reta r perpendicular à reta
←−→
AHb. Como Ma é ponto médio do lado CB,
pelo teorema da base média determina-se o vértice C sobre a reta
←−→
AHb, e consequentemente
determina-se o vértice B sobre a reta r.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.27 Dados os pontos A, Hb e Mb (ou A, Hc e Mc)
Como Mb é ponto médio do lado AC, temos o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Por Hb traça-se
uma reta r perpendicular à reta
←−→
AMb. Para qualquer ponto diferente de Hb sobre a reta r tem-se
o vértice B.
Portanto, há infinitas soluções para o problema.
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2.28 Dados os pontos A, Hb e Mc (ou A, Hc e Mb)
Como Mc é ponto médio do lado AB, tem-se o vértice B sobre a reta
←−→
AMc. Para qualquer
ponto diferente de A sobre a reta
←−→
AHb tem-se o vértice C.
Então, temos infinitas soluções para o problema.
Os dados são consistentes se BHb ⊥ AHb.
2.29 Dados os pontos A, Hb e Ba (ou A, Hc e Ba)




AHb é suporte do lado AC, com





BBa encontra-se o vértice C.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.30 Dados os pontos A, Hb e Bb (ou A, Hc e Bc)
Traça-se por Hb a reta r perpendicular à reta
←−→
ABb. Para qualquer vértice B sobre a reta r
encontra-se o vértice C sobre a reta
←−→
ABb, de modo que CB̂Bb = AB̂Bb.
Portanto, temos infinitas soluções para o problema.
2.31 Dados os pontos A, Hb e Bc (ou A, Hc e Bb)
Por Hb traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AHb. Na interseção de r com a reta
←−→
ABc
marca-se o vértice B. Por conjugados harmônicos acha-se o pé da bissetriz externa sobre
←−→
ABc.
Traça-se o ćırculo de Apolônio. Na interseção do ćırculo com
←−→
AHb encontra-se o vertice C.
Assim, tem-se duas soluções para o problema.
2.32 Dados os pontos A, Hb e G (ou A, Hc e G)
Traça-se por Hb a reta r perpendicular à reta
←−→
AHb. Temos que AG = 2GMa, então marca-se
Ma sobre
←→
AG. Como Ma é ponto médio do lado CB, pelo teorema da base média determina-se
o vértice C sobre a reta
←−→
AHb, e consequentemente determina-se o vértice B sobre a reta r.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.33 Dados os pontos A, Hb e H (ou A, Hc e H)
Para qualquer vértice B, diferente de Hb, pertencente a reta
←−→
HHb encontra-se o vértice C
sobre a reta
←−→
AHb, desde que BC seja perpendicular à reta
←→
AH.
Então, temos infinitas soluções para o problema.
2.34 Dados os pontos A, Hb e O (ou A, Hc e O)
Por Hb traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AHb. Traça-se a circunferência circunscrita
determinando assim os vértices B e C na interseção com as retas r e
←−→
AHb respectivamente.
Portanto, temos duas soluções problema se OA 6= OHb e uma única solução se OA = OHb
(triângulo retângulo em C = Hb).
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2.35 Dados os pontos A, Hb e I (ou A, Hc e I)
Traça-se a circunferência inscrita que tangência a reta
←−→
AHb. Por Hb traça-se a reta r per-
pendicular à reta
←−→
AHb. Por A traça-se a reta s, diferente da reta
←−→
AHb, tangente a circunferência
inscrita, determinando na interseção com r o vértice B. Por B traça-se a reta t tangente a
circunferência, com t diferente de s, determinando na interseção com a reta
←−→
AHb o vértice C.
Assim, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.36 Dados os pontos A, Hb e Ea (A, Hc e Ea)
Como Ea é ponto médio de AH, tem-se H. Por Hb traça-se a reta r perpendicular à reta←−→




Logo, há infinitas soluções para o problema.
Os dados são consistentes somente se AEa = HbEa.
2.37 Dados os pontos A, Hb e Eb (ou A, Hc e Ec)
Para qualquer ponto sobre a reta
←−→
EbHb temos o vértice B, com B distinto de Eb e Hb. Como
Eb é ponto médio de BH, tem-se H. Determina-se o vértice C sobre à reta
←−→
AHb, com C 6= A, tal




Portanto, tem-se infinitas soluções para o problema.
2.38 Dados os pontos A, Hb e Ec (ou A, Hc e Eb)
Por Hb traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AHb. Como Ec é ponto médio de CH, pelo
teorema da base média encontra-se H sobre a reta r e o vértice C sobre a reta
←−→
AHb. Por A
traça-se uma reta s perpendicular à reta
←→
CH. Na interseção de s com r temos o vértice B.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.39 Dados os pontos A, Mb e Mc
Como Mb e Mc são pontos médios de AC e AB respectivamente, encontra-se os vértices C





Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.40 Dados os pontos A, Ma e Mb (ou A, Ma e Mc)
Como Mb é ponto médio de AC tem-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Como Ma é ponto
médio de BC tem-se B sobre a reta
←−→
CMa.
Então, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.41 Dados os pontos A, Ma e G
Para qualquer vértice B fora da reta
←−→
AMa encontra-se o vértice C sobre a reta
←−→
BMa, tal
que BMa = MaC.
Logo, há infinitas soluções para o problema.
Os dados são consistentes somente se AG = 2GMa.
2.42 Dados os pontos A, Ma e H
Por Ma traça-se a reta r perpendicular à reta
←→
AH. Acha-se G sobre a reta
←−→
AMa. Por reta
de Euler marca-se O sobre a reta
←→
HG. Traça-se a circunferência circunscrita de centro O e raio
OA que intercepta a reta r determinando-se os vértice B e C.
Então, temos duas ou nenhuma solução para o problema dependendo se r é, respectivamente,
secante ou tangente (ou não intercepta a circunferência circunscrita).
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2.43 Dados os pontos A, Ma e O
Sabe-se que AG = 2GMa, então marca-se G sobre a reta
←−→
AMa. Por reta de Euler marca-se
H sobre a reta
←→
OG. Traça-se por Ma uma reta r perpendicular à reta
←→
AH. Com centro em O e
raio OA traça-se a circunferência circunscrita que intercepta a reta r determinando-se os vértice
B e C.
Assim, temos duas ou nenhuma solução, dependendo se r é, respectivamente, secante ou
tangente (ou não intercepta a circunferência circunscrita).
2.44 Dados os pontos A, Ma e I
Por A traça-se a reta r paralela ao segmento IMa. Constrói-se a circunferência de diâmetro
IMa que intercepta a reta r nos pontos P e Q. Conduzimos por P e Q as retas s e t, respectiva-





. Os segmentos IP ′ = IQ′ são raios da circunferência inscrita ao triângulo ∆ABC.
Constrói-se a circunferência inscrita. Por A conduzimos retas tangentes à circunferência inscrita
determinando na interseção com a reta
←−−→
MaP
′ os vértices B e C.
Portanto, tem-se duas soluções para o problema.
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2.45 Dados os pontos A, Ma e Ea
Como AG = 2GMa marca-se G sobre a reta
←−→
AMa. Sabe-se que AEa = EaH, então sobre
a reta
←−→
AEa marca-se H. Traça-se por Ma a reta r perpendicular à reta
←−→
AEa. Por reta de
Euler encontra-se O. Com centro em O e raio OA constroi-se a circunferência circunscrita que
intercepta a reta r nos vertices B e C.
Portanto, temos duas ou nenhuma solução, dependendo se r é, respectivamente, secante ou
tangente (ou não intercepta a circunferência circunscrita).
2.46 Dados os pontos A, Mb e Ba (ou A, Mc e Ba)
Como Mb é ponto médio de AC, temos o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Sabe-se que CÂBa =
BaÂB, então marca-se vértice B sobre a reta
←−→
CBa.
Logo, a solução para o problema é única se CÂBa for agudo. Caso contrário, o problema
não tem solução.
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2.47 Dados os pontos A, Mb e Bb (ou A, Mc e Bc)
Como Mb é ponto médio de AC, marca-se C sobre a reta
←−→
AMb. Por conjugados harmônicos
acha-se o pé da bissetriz externa Bb’ sobre a reta
←−→
AMb. Constroi-se o Ćırculo de Apolônio.
Tem-se para qualquer ponto diferente de Bb e Bb’ sobre o ćırculo o vértice B.
Assim, há infinitas soluções para o problema.
O problema não tem solução se 2AMb < ABb.
2.48 Dados os pontos A, Mb e Bc (ou A, Mc e Bb)
Como Mb é ponto médio de AC marca-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Sabe-se que AĈBc
= BcĈB, então marca-se o vértice B sobre a reta
←−→
ABc.
Logo, o problema tem solução única se AĈBb for agudo. Caso contrário, o problema não
tem solução.
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2.49 Dados os pontos A, Mb e G (ou A, Mc e G)
De Mb ser ponto médio de AC marca-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Sabe-se que BG =
2GMb, então marca-se o vértice B sobre a reta
←−→
GMb.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.50 Dados os pontos A, Mb e H (ou A, Mc e H)
Como Mb ponto médio de AC, tem-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Por C traça-se a reta
r perpendicular à reta
←→
AH. Por H traça-se a reta s perpendicular à reta
←−→
AMb. Na interseção
de s com r temos o vértice B.
Logo, constrói-se um único triângulo ∆ABC.
2.51 Dados os pontos A, Mb e O (ou A, Mc e O)
De Mb ponto médio de AC tem-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Com centro em O e raio
OA traça-se a circunferência circunscrita. Para qualquer ponto, diferente de A e C, sobre a
circunferência tem-se o vértice B.
Então, tem-se infinitas soluções para o problema.
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2.52 Dados os pontos A, Mb e I (ou A, Mc e I)
Como Mb ponto médio de AC tem-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Constroi-se a circun-
ferência inscrita que tangencia o lado AC. Traçamos por A e C as retas r e s respectivamente,
que tangenciam a circunferência inscrita. Na interseção de s com r encontra-se o vértice B.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
O problema não terá solução se BÂMb + BĈMb ≥ 180o.
2.53 Dados os pontos A, Mb e Ea
Como Mb é ponto médio de AC, marca-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Sabe-se que Ea é
ponto médio de AH, então tem-se H sobre a reta
←−→
AEa. Por C traça-se a reta r perpendicular à
reta
←−→
AEa. Por H traça-se a reta s perpendicular à reta
←−→
AMb. Na interseção de s com r temos
o vértice B.
Assim, determinamos um único triângulo ∆ABC.
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2.54 Dados os pontos A, Mb e Eb (ou A, Mc e Ec)
Como Mb ponto médio de AC, marca-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Por Eb traça-se a reta
r perpendicular à reta
←−→
AMb determinando Hb na interseção de ambas. Sabe-se que os pontos
Mb, Hb e Eb pertencem ao ćırculo de nove pontos e que esses três pontos determinam o centro do
ćırculo. Sabe-se ainda que o raio do ćırculo de nove pontos é a metade do raio da circunferência
circunscrita ao triângulo ∆ABC. Assim determina-se o centro O da circunferência circunscrita
sobre a mediatriz s de AC. Com centro em O e raio OA constroi-se a circunferêcia circunscrita
que intercepta r no vértice B.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.55 Dados os pontos A, Mb e Ec (ou A, Mc e Eb)
Como Mb ponto médio de AC marca-se o vértice C sobre a reta
←−→
AMb. Sabe-se que Ec é
ponto médio de CH, então marca-se H sobre a reta
←−→
CEc. Por H traça-se a reta r perpendicular
à reta
←−→
AMb. Traça-se por A a reta s perpendicular à reta
←−→
CEc. Na interseção de s com r temos
o vértice B.
Assim, detemina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.56 Dados os pontos A, Bb e Bc
Com centro em Bc traça-se a circunferência tangente a reta
←−→
ABb. Com centro em Bb constroi-
se a circunferência tangente a reta
←−→
ABc. Tira-se a reta r tangente as duas circunferências.





Portanto, determinamos um único triângulo ∆ABC.
O problema não terá solução se uma das circunferências estiver no interior da outra.
2.57 Dados os pontos A, Ba e Bb (ou A, Ba e Bc)
Sabe-se que o vértice B pertence a reta r, pois BbÂBa = BaÂB. Por Bb constroi-se a
circunferência tangente a reta r. Por Ba traça-se a reta s que tangência a circunferência. Na
interseção de s com as retas r e
←−→
ABb encontra-se os vértices B e C respectivamente.
Logo, determinamos um único triângulo ∆ABC.
2.58 Dados os pontos A, Ba e O
Com centro em O constroi-se a circunferência circunscrita ao triângulo. Na interseção da
reta
←−→
ABa com a circunferência temos o ponto P, que divide o arco BC ao meio, pois
←−→
ABa bissetriz
de Â. Por Ba traça-se a reta r perpendicular à reta
←→
OP . Na interseção de r com a circunferência
temos os vértices B e C.
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Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.59 Dados os pontos A, Ba e I
Por Ba traça-se a reta r qualquer, tal que a distância de I a r seja positiva e menor do
que AI. Por I traçamos a reta s perpendicular à reta r determinando o ponto de tangência da
circunferência inscrita ao triângulo. Traça-se a circunferência inscrita. Por A traçam-se as retas
t e u tangentes a circunferência. Na interseção de t com r temos o vértice B e na interseção de
u com r temos o vértice C.
Logo, há infinitas soluções para o problema.
2.60 Dados os pontos A, Bb e O (ou A, Bc e O)
Na interseção da circunferência circunscrita com a reta
←−→
ABb temos o vértice C. Por conju-
gados harmônicos acha-se o pé da bissetriz externa Bb’ e constroi-se o Ćırculo de Apolônio. Na
interseção do circulo com a circunferência circunscrita encontra-se o vértice B.
Logo, o problema tem duas soluções se A, Bb e O não forem colineares. Se esses pontos
forem colineares o problema tem solução única (triângulo retângulo).
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2.61 Dados os pontos A, Bb e I (ou A, Bc e I)
Constroi-se a circunferência inscrita ao triângulo. Por A traça-se a reta r tangente a circun-
ferência. Na interseção de r com a reta
←→
BbI encontra-se o vértice B. Sobre a reta
←−→
ABb marca-se
o vértice C tal que AB̂Bb = BbB̂C.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.62 Dados os pontos A, G e Ea
Sobre a reta
←→
AG encontra-se Ma. Por Ma traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AEa
encontrando-se Ha na interseção. Por Ma traça-se a reta s mediatriz de BC perpendicular à
reta r. Sabe-se que os pontos Ea, Ha e Ma pertencem e determinam o ćırculo de nove pontos,
então encontra-se o centro F do ćırculo. Sabe-se também que o raio do ćırculo de nove pontos é
a metade do raio da circunferência circuncrita ao triângulo, assim encontra-se o centro O sobre
a mediatriz s tal que OA = 2EaF. Na interseção da circunferência circunscrita com a reta r
encontram-se os vértices B e C.
Assim, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.63 Dados os pontos A, G e H
Sobre a reta
←→
HG encontra-se o centro O, e sobre a reta
←→
AG encontra-se Ma. Por Ma traça-
se a reta r perpendicular à reta
←→
AH. Na interseção de r com a circunferência circunscrita
encontram-se os vértices B e C.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.64 Dados os pontos A, G e O
Sobre a reta
←→
AG encontra-se Ma. Por Ma traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
OMa. Na
interseção de r com a circunferência circunscrita encontram-se os vértices B e C.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.65 Dados os pontos A, G e I
Sobre a reta
←→
AG encontra-se Ma. Por A traça-se a reta r paralela ao segmento IMa. Con-
strói-se a circunferência de diâmetro IMa que intercepta a reta r nos pontos P e Q. Conduzimos
por P e Q as retas s e t, respectivamente, que passam por N (centro da circunferência) e inter-




. Os segmentos IP ′ = IQ′ são raios da circunferência
inscrita ao triângulo ∆ABC. Constrói-se a circunferência inscrita. Por A conduzimos retas
tangentes à circunferência inscrita determinando na interseção com a reta
←−−→
MaP
′ os vértices B e
C.
Portanto, tem-se duas soluções para o problema.
2.66 Dados os pontos A, H e Ea
Os pontos A, H e Ea devem ser colineares e pertencem a uma reta r. Por qualquer ponto
P de r, distinto de A, H e Ea, traça-se uma reta s perpendicular a r. Toma-se B um ponto
qualquer de s distinto de P. Por s traça-se uma perpendicular à
←→
BH encontrando-se C em s.
Portanto, há infinitas soluções para o problema.
Os dados são inconsistentes se A, H e Ea não forem colineares ou se AEa 6= EaH.
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2.67 Dados os pontos A, H e Eb (ou A, H e Ec)
Na reta
←−→
HEb encontra-se o vértice B. Por H traça-se a reta r perpendicular ao lado AB
e por A traça-se a reta s perpendicular à reta
←−→
HEb. Na interseção de s com r encontra-se o
vértice C.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.68 Dados os pontos A, H e O
Sobre a reta
←→
HO encontra-se G. Na reta
←→
AG encontra-se Ma. Por Ma traça-se a reta r
perpendicular à reta
←→
AH. Na interseção de r com a circunferência circunscrita encontram-se os
vértices B e C.
Assim, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.69 Dados os pontos A, O e Ea
Sobre a reta
←−→
AEa encontra-se H. Na reta
←→
OH encontra-se G. Sobre a reta
←→
AG encontra-se
Ma. Por Ma traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
AEa. Na interseção de r com a cirucnferência
circunscrita encontra-se os vértices B e C.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.70 Dados os pontos A, O, I
Sejam: R o raio da circunferência circunscrita, r o raio da circunferência inscrita, e d a
distância de I a O. Pela Fórmula de Euler temos que,
d2 = R2 − 2Rr













e assim encontramos r.
Constroi-se a circunferência inscrita. Por A traçam-se as retas r e s tangentes à circunferência
inscrita. Na interseção das retas r e s com a circunferência circunscrita encontram-se os vértices
B e C respectivamente.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.71 Dados os pontos A, Ea e Eb (ou A, Ea e Ec)
Sobre a reta
←−→
AEa encontra-se H. Na reta
←−→
HEb encontra-se o vértice B. Por H traça-se a reta
r perpendicular ao lado AB. Por A traça-se a reta s perpendicular à reta
←−→
HEb. Na interseção
de r com s encontra-se o vértice C.
Assim, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.72 Dados os pontos Ha, Hb e Hc
Sabe-se pelo teorema do triângulo órtico que as alturas de um triângulo são as bissetrizes
internas de seu triângulo órtico. Por Ha traça-se a reta r perpendicular à bissetriz de Ĥa.
Na interseção de r com as bissetrizes de Ĥb e Ĥc temos os vértices B e C respectivamente.
Encontramos o vértice A na interseção da reta
←−→
BHc com a bissetriz de Ha.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.73 Dados os pontos Ma, Mb e Mc
Pelo teorema da base média conduzimos as retas r, s e t pelos pontos Ma, Mb e Mc, re-
spectivamente, paralelas aos segmentos MbMc,MaMc e MaMb. Na interseção das retas temos
os vértices A, B e C.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC
2.74 Dados os pontos Ha, Hb e Ma (ou Ha, Hb e Mb)
Pela propriedade de arco capaz, constroi-se a circunferência de centro em Ma e raio MaHb
que intercepta a reta
←−−→
MaHa nos vértices B e C. Por Ha traça-se a reta r perpendicular à reta←−−→
MaHa. Na interseção de r com
←−→
CHb temos o vértice A.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.75 Dados os pontos Ha, Hb e Ea (ou Ha, Hb e Eb)
Sabe-se que Ea é ponto médio de AH, então pela propriedade de arco capaz constroi-se a
circunferência de centro em Ea e raio EaHb. Na interseção da circunferência com a reta
←−−→
EaHa
temos o vértice A, e consequentemente H. Por Ha conduzimos a reta r perpendicular à reta
←−−→
EaHa.
Nas interseções das retas r com
←−→
AHb e r com
←−→
HHb temos os vértices C e B respectivamente.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.76 Dados os pontos Ha, Hb e Ec
Sabe-se que Ec é ponto médio de CH. Pela propriedade de arco capaz constroi-se a circun-
ferência de centro Ec e raio EcHa = EcHb. Para qualquer ponto sobre a circunferência, diferente









H ′Hb encontramos os vértices A’ e B’ respectivamente.
Logo, há infinitas soluções para o problema.
2.77 Dados os pontos Ha, Ma e Eb (ou Ha, Ma e Ec)
Como Eb é ponto médio de BH, pelo teorema da base média encontra-se o vértice B e
consequentemente o vértice C, sobre a reta
←−−→
MaHa. Com isso tem-se ainda o ortocentro H. Por C
traça-se a reta r perpendicular à reta
←−→
BEb. Na interseção de r com
←−→
HHa encontra-se o vertice
A.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.78 Dados os pontos Ha, Mb e Ea (ou Ha, Mc e Ea)
De Mb ponto médio de AC temos pelo teorema da base média o vértice A sobre a reta←−−→





respectivamente. Por H conduzimos a reta r perpendicular ao lado AC. Na interseção de r com
a reta
←−→
CHa encontramos o vértice B.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.79 Dados os pontos Ha, Mb e Eb (ou Ha, Mc e Ec)
Mb é ponto médio de AC, e Eb é ponto médio de BH. Com isso pela propriedade de arco
capaz construimos as cricunferências de centros Mb e Eb, e raios MbHa e EbHa respectivamente.
As circunferências se interceptam nos pontos Ha (ja obtido) e Hc. Para qualquer ponto sobre a
circunferência de centro Eb teremos o vértice B’, com B’ diferente de Ha e de Hc. Consequente-
mente encontramos os vertices A’ e C’ sobre a cricunferência de centro Mb.
Portanto, há infinitas soluções para o problema.
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2.80 Dados os pontos Ha, Mb e Ec (ou Ha, Mc e Eb)
Ha pertence ao arco capaz de diâmetro AC, e também ao arco capaz de diâmetro CH.
Constroi-se as circunferências de centro em Mb e Ec com raios MbHa e EcHa, respectivamente,
encontrando vértice C na interseção de ambas, com C 6= Ha, e consequentemente encontramos
o vértice A sobre a reta
←−→
CMb. Sobre a reta
←−→
CEc encontramos H, e por H traçamos a reta r
perpendicular ao lado AC. Na interseção de r com a reta
←−→
CHa encontramos o vertice A.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.81 Dados os pontos Ha, Ea e Eb (ou Ha, Ea e Ec)
Por Ha traça-se a reta r perpendicular à reta
←−−→
EaHa. Ha pertence ao arco capaz de diâmetro
BH e ponto médio Eb, assim construindo a circunferência com centro em Eb e raio EbHa encon-
tramos na interseção com a reta r o vértice B, B 6= Ha, e encontramos ainda H na interseção
com a reta
←−−→
EaHa. Como Ea é ponto médio de AH encontramos o vértice A sobre
←−−→
EaHa. Por A
conduzimos a reta s perpendicular à reta
←→
BH que intercepta a reta r no vértice C.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.82 Dados os pontos Ma, Mb e Ha (ou Ma, Mb e Hb)
Por Ha conduzimos a reta r perpendicular à reta
←−−→
MaHa. Sabe-se que Ha pertence ao arco
capaz de diâmetro AC e ponto médio Mb, então construimos a circunferência de centro em Mb e
raio MbHa que intercepta a reta r no vértice A, com A 6= Ha. Como Mb e Ma são pontos médios






Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.83 Dados os pontos Ma, Mb e Hc
Pelo teorema da base média conduzimos por Hc a reta r perpendicular ao segmento MaMb





respectivamente pelas propriedades de ponto médio.
Logo, determina-se um único triângulo ∆ABC.
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2.84 Dados os pontos Ma, Mb e Ec
Construimos o ćırculo de nove pontos através dos pontos Ma, Mb e Ec. Pelo teorema da base
média sabe-se que MaMb ‖ ←→AB, então conduzimos por Ec a reta r perpendicular ao segmento
MaMb, que intercepta o ćırculo de nove pontos no ponto Hc, com Hc 6= Ec. Por Hc conduzimos
a reta s, suporte do lado AB, paralela ao segmento MaMb. Com centro em Mb traça-se a
circunferência de raio MbHc, arco capaz, que intercepta a reta s no vértice A, com A 6= Hc.
Sobre a reta
←−→
AMb encontramos o vértice C e sobre a reta
←−→
CMa encontramos o vértice B, ambos
pela propriedade de ponto médio.
Portanto, determina-se um único triângulo ∆ABC.
2.85 Dados os pontos O, G e H
O problema só é consistente se HG = 2GO.
Constrói-se um triângulo ∆A′B′C ′ qualquer e amplia-se (ou diminui-se) este triângulo na
razão HGH′G′ (homotetia).
Com isso obtemos um triângulo ∆ABC semelhante a ∆A′B′C ′ tal que os três centros são,
a menos de rotação e translação, os três pontos dados.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS
A partir das definições e propriedades citadas neste trabalho (item 2) mostramos que é
posśıvel construir triângulos partindo de trios de pontos distintos particulares deste triângulo.
Ao todo determinamos 379 casos de reconstrução de triângulos, sendo que dentre estes,
alguns apresentam solução única, mais de uma (finita), ou infinitas.
Os problemas aqui apresentados não são usualmente encontrados nos livros de construções
geométricas. Acreditamos que este seja um estudo interessante e amplo sobre triângulos. Suge-
rimos então uma continuidade do mesmo, visto que há alguns casos que não foram abordados e
outros onde não conseguimos obter sua solução. Destes citamos os seguintes casos: Determinar
o triângulo ∆ABC dados os pontos: A, Ma e Ba; A, Ma e Bb (ou A, Ma e Bc); A, Ma e Eb (A,
Ma e Ec); A, Ba e G; A, Ba e H; A, Ba e Ea; A, Ba e Eb (ou A, Ba e Ec); A, Bb e G (ou A, Bc
e G); A, Bb e H (ou A, Bc e H); A, Bb e Ea (ou A, Bc e Ba); A, Bb e Eb (ou A, Bc e Ec); A, Bb
e Ec (ou A, Bc e Eb); A, G e Eb (ou A, G e Ec); A, H e I; A, O, Eb (ou A, O, Ec); A, I, Ea; A,
I, Eb (ou A, I, Ec); A, Eb e Ec; Ha, Hb e Mc; Ha, Ma e Ea; Ma, Mb e Ea (ou Ma, Mb e Eb).
Técnicas utilizando transformações tais como simetria, rotação, homotetia e inversão não
foram aqui exploradas e poderiam, eventualmente produzir mais alguns resultados. Além disso,
como já dissemos na introdução, um estudo anaĺıtico dos problemas poderia indicar se, de
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